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Résumé

Nous prouvons que la force de consistance exacte de (

chaque n € w avec ((2) = (;

que (K;) — (i)« implique (K;:) — (})_, pour chaque v € « si k est un

cardinal fortement inaccessible.

w n
“) o (). pour

)w est un cardinal w;-Erd6s. Nous prouvons

n
w),, foreveryn € w

with (gf) - ( u‘;’l )w is an w;-Erdés cardinal. We also prove that if « is strongly
2

K)<K

We prove that the exact consistency strength of (;;2) — (

implies (K:) — (1) _, forevery y € k.

inaccessible then (K,: )= ( K

1 Introduction

Nous considérons un probléme sur les relations polarisées avec une infinité de

couleurs. Rappelons que (g) — (})X dénote 1'énoncé selon lequel pour toute

coloration ¢ : a X B — x on peut trouver A C a,B C Beti € x tel que
otp(A) = v,otp(B) = 6 et ¢"(A x B) = {i}. Le cas le plus étudié est B = «
et « = kT pour un cardinal infini k. Notre convention est que B < &, et nous
supposons tacitement que x € «x, pour éviter les trivialités.

Dans cet article, le cardinal ) sera un cardinal infini, ce qui implique presque
immédiatement une certaine force de cohérence par rapport aux relations posi-
tives. On peut le voir dans le résultat suivant (non publié) de Galvin. Rappelons
que 7 est un arbre Kurepa si h(7) = wy, |[L5(T)| < Ng pour chaque B € wy, et
7 contient au moins 8, branches distinctes.

Proposition 1.1. S'il existe un arbre Kurepa alors () - ( 2)

w1/’
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Démonstration. Supposons que f,g : w; — {0,1}. Nous dirons que f et g sont
presque disjointes si [{B € w1 | f(B) = g(B)} < Rp. Soit .7 un arbre Kurepa.
Nous avons l'intention de construire une collection F = {f, | « € wp} C “w
telle que F soit une famille de fonctions presque disjointes.

Pour tout B € wy fixez une énumération (tg, : n € w) des éléments de Lg(.7).
Soit (b, : &« € wy) une énumération des w, branches distinctes de .7. Pour tout
® € wy, définissez f, : w1 — w comme suit :

fu(B) =m < by N Lg(T) = tgy

Notez que si #g < a1 < wy alors pour un certain By € wy nous avons by, [ Po =
ba, | Bo et by (B) # ba, (B) chaque fois que B € [Bo, wi). Par la définition de nos
fonctions nous voyons que fy,(B) # fa, (B) pour tout B € [Bo, w1).

Soit F = {fx : « € wy}. On peut conclure que F est presque disjointe. Il ne nous
reste plus qu’a convertir une telle famille en une coloration qui illustre la relation

négative (;;2) - ( jl)w. Pour cela, définissons une coloration ¢ : wy X w3 — w
comme suit: ¢(a, B) = fu(B).
Siag < w1 < wyetB € [w1]“t alors pour un B € B suffisamment grand on a

c(ao, B) = fuy(B) # fay (B) = c(ay, B), donc la démonstration est accomplie. u

Silver a prouvé que la non-existence des arbres Kurepa est équicohérente avec
I'existence d"un cardinal fortement inaccessible. Du théoreme de Silver on déduit
que la relation positive (;;2) — ( jl)w nécessite au moins un cardinal fortement
inaccessible. Mais la force de cohérence de cet énoncé est plus forte, et elle se situe
autour d’un cardinal w;-Erd6s, comme ’ont prouvé Donder et Levinski dans [4].
Dans le présent travail, nous nous intéressons a un phénomene d’intensification,
reflété dans le théoreme suivant du Baumgartner qui a montré dans [2] que si
(o) = ( jl)w alors (i?) — ()  pour tout n € w. Comme explicité dans [2],
cette affirmation a égalament été prouvée par Donder et Levinski. Une question
naturelle est de savoir jusqu’ot peut aller ce théoréeme d’intensification.

Dans [7, Question 1.11], la question a été soulevé si (zf) — ( jl)w implique la
relation positive (;2) — (. ),,- Dans cet article nous prouvons que la réponse
est négative, et nous avons appris qu'une affirmation similaire a été prouvée par
Zhang dans [17]. Mais il existe une différence significative entre les deux preuves.
La preuve de Zhang nécessite un cardinal supercompact, alors que notre preuve
réduit cette hypothese a un cardinal w;-Erd&s. De plus, nous montrons qu’il s’agit
la de la force de cohérence exacte.

Notre résultat principal peut étre considéré comme le reflet d'un vieux débat
entre Platon et Aristote, voir [1]. Selon l'interprétation courante, Aristote a nié
le concept d’infini réel mais a accepté 'idée d’infini potentiel. Par conséquent,
on peut penser a un nombre naturel n arbitrairement grand, mais la collection

de tous les nombres naturels n’existe pas. Le fait que la relation positive (gi) —

w

(), Pour chaque n nimplique pas la relation (;?) — (g

w1
combinatoire de cette attitude.
Dans la deuxieme partie de l'article, nous considérons des cardinaux plus grands.
Le résultat ci-dessus montre que w peut étre le premier point sur lequel la relation

polarisée (gf) — ( apj‘l)w échoue. Remarquez que w est strictement inférieur a la

)w est une version
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petite composante du domaine de la coloration. Nous prouvons que si k est un

K+) N

cardinal fortement inaccessible, on peut obtenir I'implication suivante : (*,

2 . . xt v
() 1mp11que () = (D, pour chaque y € k. .
Notre notation est standard et suit les conventions de [10]. Cependant, nous uti-
lisons la notation forcante de Jérusalem, donc p < g signifie que la condition p
est plus faible que la condition g. Pour le contexte du calcul de partition, nous

suggérons [9], [15] et [5].

2 Reéflexion aristotélicienne et force de consistance

Un cardinal infini A est appelé w;-Erd6s si A — (w1)5“. Ces cardinaux ont été
étudiés de maniére combinatoire dans [6]. Plusieurs résultats profonds ont été
établis par Silver dans sa thése concernant ces cardinaux. Pour en savoir plus sur
ce sujet, nous renvoyons le lecteur a I’article de Silver [14].

Théoréme 2.1. Supposons que A est un cardinal wy-Erds. Alors on peut forcer (;2) —

n . 2 w w

(‘Ul)w pour tout n € w et simultanément (%) - (‘Ul)w'
Démonstration. On peut supposer que 'axiome de Martin avec 2 = w; est va-
lable dans le modele fondamental, puisqu’on peut le forcer tout en préservant
le fait que A est wi-Erdds. Nous définissons une notion de forcing Q. Les condi-
tions de Q se rapprocheront d'une coloration ¢ : A X w; — w. Cette coloration

sera témoin (dans l'extension générique) de la relation négative ( a/J\1) - (o ),
Parallelement, tous les cardinaux inférieurs a A seront reduits par Q a wy, mais A
sera préservé, donc A = wy dans I’extension générique et la relation négative sou-
haitée sera établie. Ainsi, la relation positive (zf) — ( a’jl)w sera une conséquence
du fait que A est w;-Erd6s dans le modele fondamental.
Nous définissons les conditions de forcing et I'ordre. Une condition p € Q est un

quintuple (¢, U, f, g, A) = (¢F,UF, fP,gF, AP) tel que :

(a) € € ws.

(b) UCA—aw,|U] <Ry

(c) f et g sontdes fonctions dont le domaine est U.

(d) Sia € U alors f(«) est une fonction bijective de € dans U U a.
(e) Sia € U alors g(«) est une fonction de ¢ dans w.

(f) AC [UMoet] Al <Ny.

Supposons maintenant que p,q € Q. Nous dirons que p <g gsi e’ < &, UP C
u1, AP C A1 et les exigences suivantes sont remplies :

(X) Sia € UP alors fP(a) C f(a) et gP(a) C ¢7(a).
(3) Siuec APete? < e < elalorsilyaa,p € utelsque a # Bet g7(a)(e) #
87(B)(e)-
Rappelons que f(«) et g(«) sont des fonctions, donc I'inclusion dans la définition
de l'ordre est une inclusion de fonctions.
La partie active de la condition est g, qui se rapproche d'un témoin de la rela-
tion négative souhaitée. Le role de f est de réduire tous les cardinaux strictement



Sh:1253

70 S. Garti - S. Shelah

inférieurs a A a wy. On peut vérifier que <q est un ordre partiel, donc Q est une
notion de forcing.

Si (pn : n € w) est une suite croissante de conditions dans Q alors elle a une
limite supérieure (en fait, une limite supérieure minimale). Pour voir cela posons
¢ = Unew € et U = U,e, UPr. Notons que ¢ € wy, U C A —wy et |U| < Nyg.
De méme, soit A = [J,c, AP" et pour tout &« € U soit f(a) = U{fP"(a) : a €
Urm,n € w}etg(a) =U{g"(x) : « € UP",n € w}. Fixons q = (¢, U, f, g, A) et
notons que p, <q g pour tout n € w.

Fixez G C Q qui est V-générique. Il s’ensuit que N; est préservé dans V[G].
Puisque tous les objets dans une condition donnée sont de taille au plus R; et
que A“1 = A, on peut déduire d'un argument du systeme Delta que Q est A-cc,
donc A est également préservé dans V[G]. Notez cependant que si k € (wy,A)
alors la partie f des conditions ajoutera une application de w; sur x, donc « sera
un ordinal de taille 8; dans V[G] et A = w; dans V[G]. Ce fait sera prouvé ci-
dessous de maniere formelle.

Nous définissons deux types de sous-ensembles ouverts et denses de Q. Premiere-
ment, pour tout & < B < A et chaque € € w; nous définissons :

Dyge ={p€Q:a,pec Ul e<el,pcrang(fFf(a))}.

Montrons que chaque D, est ouvert et dense. L'ouverture de D,g. découle di-
rectement des définitions. Pour la densité, supposons que p € Q mais p & Dyge.
Essayons de définir une condition g telle que p < g € Dg,.

Choisissez €1 > ¢ tel que ¢ + w < ¢1. Définissez U7 = UF U {a, B} U wq. Pour
chaque 7y € UP soit f7(7y) une fonction biunivoque de €7 dans U1 telle que f7(-y) 2
fP(7y). Ceci est possible puisque €7 € w; et U7 = Ry. De méme, pour ¢y =  on
impose que & € rang(f7(B)). Ceci est possible puisque €’ < €7 et donc on peut
choisir i € €7 — ¢ et poser f1(B)(i) = a.

La mission intéressante est la définition de g7, et ici nous devons étre attentifs a
la partie (3) de la définition de I'ordre. On définit A7 = A etsi y € UP alors
g1(y) [ €8 = gP(y) | €#, etsiy € UT— UP alors g7(y) | € est constamment
nul. Maintenant pour tout y € U1 et chaque { € [e?,€7) on choisit ¢7()({) tel
que pour tout u € AP = A7la suite (¢7()({) : ¥ € u) nest pas constante. Ceci
est possible grace a ’axiome de Martin et 2 = w; (forcé au début de la preuve),
mais nous faisons la commentaire que 1'ajout de w; réels de Cohen au lieu de
MA aurait le méme effet. Maintenant g € D,p. (c’est la tache facile ci-dessus) et
p <q g (c’est la partie 1égerement plus ardue), donc D,z est dense.

Pour tout & € w1, A) soit gy = U{g”(a) : p € G,a € U} etsoit f, = U{fP(a) :
p € G,a € UP}. De la densité des ensembles Dyge nous déduisons que f, ap-
plique w; sur a et donc tout k¥ € (wq, A) est réduit a Ry. De méme, g, est une
fonction de w; a w. B
Deuxiémement, pour tout # € [A]®0 nous définissons: E,, = {p € Q : u € AP}.
Clairement, chaque E, est ouvert. Pour la densité de E, remarquez que si p € E,
alors on peut choisir U7 D UP tel que u C UY, et ensuite on peut ajouter u a A7
en définissant f7 et ¢7 selon les exigences de <q.

Pour accomplir la preuve de la relation négative nous combinons les g,s en une

seule coloration ¢ : (A — wq) X w1 — w (en fait, un nom d’une coloration). Ainsi
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pour « € A —wj et B € wy, soit ¢(a, B) = gu(B) et soit ¢ = ¢[G]. D’apres les
considérations ci-dessus, ¢ est une coloration de (w; — w1) X w; a w dans V[G].
Supposons que u € [wy — w]N0 et v € [w1]M. Soit p € G une condition qui force
ce fait. Choisissez o, p € uete € vtelsquea # Pete > €. Soitqtelque p < g €
Dype- Maintenant g I ¢(a,€) = ga(e) = g(a)(e) # g(B)(e) = gple) = c(B,¢€), et
. fontive (W2) (@ stablic.
Eizgtiaér}ejztlllovr;: ;iitll;] :e(l(z;}ii)on p(owsli)t‘i‘izss(t“’ezgaile( ") estvraie dans V[G] chaque
w1 w1’ w
fois que n € w. D’apres [2], il suffit de limiter au cas n = 2. Rappelons que
A = (w1)5“ et I'axiome de Martin avec 2 = w, sont valables dans le modele
fondamental.
Soit x = AT et soit <* un bon ordre de H (). Supposons que p € Qetp IF ¢ :
wy X w1 — w. En supposant que A est w1-Erdds nous choisissons un ensemble
U C A tel que otp(U) = wy et U est indiscernable dans la structure (H(x), €, <*
,1,Q,¢). Autrement dit, si o, f € U et « < B alors U — B est indiscernable sur
a={y:yea}
Pour notre argument, nous aimerions reformuler tout le précédent décor dans
un sous-modéle élémentaire relativement petit. Soit N la coque de Skolem de
UU{p,Q,c} dans (H(x), €, <*). Notez que otp(NNA) = wq, |[NNwy| = Rg et
p,Q,c € N.Soit § = N Nwj, qui est un ordinal dénombrable. Soit R = Q [ N. En
appliquant a R I'argument pour le A-cc de Q on conclut que R est N;-cc.
Soit G C R un ensemble générique qui intersecte tout sous-ensemble dense D de
Q qui satisfait D € N. L'existence de G est basée sur 1'hypothese que I’axiome
de Martin est valable dans le modéle fondamental, et sur le fait que la collection
d’ensembles denses jouit de la propriété d’intersection finie. Soit g € Q une borne
supérieure de G. Choisissez un V-générique H C Q tel que g € H.
On définit une fonctiond : NN A — w par d(a) = c(a,6). Puisque lFq w} = w;
et puisque U C NN A, |U| = ¥y il existe un entier naturel m € w dans V[H] tel
que W = {a € U : d(a) = m} € [U]™. Pour {ag, a1} C W s0it Aypa, = {{ € wy :
c(ap,¢) = c(a1,{) = m}. Notez que |Aya,| = N1 chaque fois que {ag, a1} C W.
Pour voir cela, supposons que {ag, a1} € W et  est un Q-nom pour sup(Anyy, )-
Notez que € N (il est définissable dans N) et donc {[H] € N. Par la définition
de W et d nous voyons que § € Agy,, donc nécessairement {[H] = w et donc
Appry = Augay[H] est de taille Ry. Cela signifie que ¢ | ({&O,al} X Aggay) st
constamment m, donc la preuve est accomplie. n

On conclut du théoréme ci-dessus que 1’argument d’intensification de Baumgart-

ner s’effondre a Xy. Observons que le point de rupture correspond au domaine

de la coloration. Dong, si x > 2 alors (K,::) — (x2+)w implique (K,::) — (fjﬂ)w.

Néanmoins, pour les cardinaux successeurs, le point de rupture est strictement
inférieur a la petite composante de la relation polarisée. Montrons que si x est
fortement inaccessible alors I’argument d’intensification monte jusqu’a «.

2

+
K)<K alors (KK) — (7

Théoreme 2.2. Si x est fortement inaccessible et (K; ) — ( V) <x

pour tout 7y € k.
Démonstration. Supposons que 7y € k et (K;) - (1) _,- Soit x tel que (K;) - (Z)x
Par monotonie on peut supposer que x = |v|*. Notre objectif est de prouver que



Sh:1253

72 S. Garti — S. Shelah

xt

() =

Soit f : k7 x kK — X un témoin de la relation négative (KK+ ) - (z)x Pour tout

& € xtsoit fr = f | {¢} x«, donc fz € “x. Supposons que x € [«"]7. Soit
T = 7(x) € « le premier ordinal pour lequel [{fz(B) : { € x}| > 2 deés que

(2)., prouvant ainsi notre affirmation.
KX

B € [1,x). Un tel ordinal existe puisque f est témoin de (K,: ) (1),
Pour tout ¢ € x* soit hz : x — ¢ une fonction surjective. Par récurrence sur
& € «* nous aimerions définir gz : k — x X x. Fixez { € k" et supposons que g,
est déja défini pour tout 77 < ¢. Nous supposerons, en outre, que chaque g, ({) est
un couple de la forme (f;({), j) pour un certain j € . Définissez :

Ce={a€x:Vxe [hza]”, T(xU{S}) < a}.

Pour tout & € « soit 6(a) = sup(CsNa), donc 6(a) < «. Pour tout & € «
définissez :

Ya = {1 € hgd(a) : fy(a) = fe(a)}.

Nous affirmons que |y, | < |7] < x.

Supposons que |y, | > |v|. Soit {#; : i < i, }1’énumération croissante des éléments
de y,. Soit x = {5; : i < 7}. Puisque 6(a) est une limite d’éléments de Cy et x
est délimité par y,, il existe 6 € Cg tel que 6 < d(a) et x C 6. Rappelons que
{fz(B) : ¢ € x}| > 2 pour chaque B > 7(x). Maintenant 7(x) < 6 < d(x) < «,
alors |[{fz(«) : ¢ € x}| > 2. Ainsi, [{fz(¢) : { € ya}| > 2 puisque x C y,, ce qui
est une contradiction.

Choisissez j € x de sorte que 7 € yu = j # jy, en stipulant g, (a) = (f;(«),j;),
et soit gz(a) = (fz(a),j). Ceci définit une fonction gz : ¥ — x x x. Définissez
g:xT xx = x x xparg(¢ a) = ge(a).

Supposons que 77 < § < k. Choisissez § € Cz — (17 + 1). Pour tout & > don a
ge(i) = g(&,8) # g(1,1) = gy(a), soit parce que fz(a) # fy () soit parce que
” ” .. . xt 2 ;

j¢ # Jy- Ceciimplique que (%) - (i) , comme requis. m

La question suivante semble étre ouvert :

Question 2.1. Est-il consistant que x soit un cardinal fortement inaccessible et
xt

(5) = ()?

2

) -, et donc

Si k est faiblement compact alors il est facile de voir que (’;) — (
(’:) — (1), pour tout v € . Cependant, si I'on requiert un ensemble station-
naire dans la petite composante, alors un résultat négatif peut étre forcé sur des
cardinaux faiblement compacts.

K

) < et une modifi-

Hajnal a prouvé dans [8] que si k est mesurable alors (f) —(

cation donne le résultat de la relation (f) — (), pour tout T € k™. Ce résultat
a réapparu dans un article de Chudnovskii qui a affirmé qu’il était également
valable pour tout cardinal faiblement compact. Mais il n’a pas fourni l'argu-

ment, et nous ne savons toujours pas si cette déclaration est vraie ou non. Les
Kl’l

), pour toutn € w et (f) — (y),, pour tout

meilleurs résultats sont (f) — (
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T € xt,m € w, prouvé par Jones dans [11]. Ce dernier est une amélioration par
rapport a un résultat de Wolfsdorf dans [16].

. . . . ookt
Le premier probléme ouvert, voir [9, Question 8.3], est donc de savoir si (;, ) —

(zw)w est valable pour tout cardinal faiblement compact. Une autre fagon de for-
muler cette question est de se demander si l’on peut distinguer la mesurabilité et
la faible compacité sur la base de la relation polarisée. Il s’avere que la réponse

est positive.

Disons que () — (.},
A, otp(A) = T et un ensemble stationnaire B C « tel que ¢ | (A x B) est constant.
Des expressions similaires doivent étre interprétées en conséquence, par exemple

si % est un ultrafiltre sur x alors la relation (ﬁ) — (?T/)X signifie que la petite

)X si pour tout ¢ : A X ¥ — x on peut trouver A C

composante B C « satisfait B € 7. Kanamori a prouvé dans [12] que si x est un
cardinal mesurable et % est un ultrafiltre normal sur « alors (’:) — (y) -, pour

tout T € x*. Puisque % est normal, cela signigie que (f) — (spat) <, POUr tout
TEKT.

D’autre part, on peut forcer l'existence d’une coloration ¢ : k™ X S — w, ot k
est faiblement compact et S C « est stationnaire, tel qu’il n’y a pas de produit
monochromatique A x T ou A C «T,otp(A) = « et T est un sous-ensemble
stationnaire de S. Cette déclaration apparait dans [3], et une idée essentielle dans
la preuve est le concept des arbres Kurepa minces.

Le résultat positif de Jones pour les cardinaux faiblement compacts, a savoir

(K,: ) — (7’;") ~, pour tout n € w, est limité essentiellement par le paradoxe de

Milner-Rado, voir [13]. Par conséquent, une tentative raisonnable pour obtenir
(K; ) - (K: )., serait basé sur la décomposition de x“ selon ce paradoxe. Mais il
faut employer un principe combinatoire qui est (de maniere cohérente) valable
pour les cardinaux faiblement compacts et qui échoue pour les cardinaux mesu-
rables. Les arbres Kurepa minces sont des candidats viables.

Rappelons que x est un cardinal ineffable si pour toute coloration c : [x]2 — 2 on
peut trouver un ensemble stationnaire S C « tel que c | [S]? est constant. Si « est
mesurable alors « est ineffable, et si « est ineffable alors « est faiblement compact.
Observons que des cardinaux ineffables ne portent pas d’arbres Kurepa minces,

donc la question suivante est naturelle.

. . xt T +
Question 2.2. Est-ce que la r.elatl.on (4 ) = (), pour tout T € k" est valable
chaque fois que « est un cardinal ineffable ?
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